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Objectifs

* Comprendre la représentation
quaternionique des rotations en 3D

* Analyser les performances de la
rotation des quaternions
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Partie I : Rotation avec des matrices de rotations.

« Larotation en 3D est une transformation geometrique qui fait pivoter un objet d'un
certain angle 8 autour d'un axe dans I'espace tridimensionnel.
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Partie I : Rotation avec des matrices de rotations.

Dans un espace euclidien a 3 dimensions :

Les matrices de rotations suivantes correspondent a des rotations d’un vecteur , d'un
angle 6, autour des axes x, y et z (respectivement) :

1 0 0
R.(6) =0 cosfd -—sinf
0 sin@ cos6

cos@ 0 sinf
Ry®= 0 1 0
—sin@ 0 cos6

cos® —sin6 O
R,(0) = sin@ cosf® O
0 0 1
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Partie I : Rotation avec des matrices de rotations.

On peut aussl construire une matrice de
rotation suivant un vecteur directeur
de 1l’axe de rotation:

P *R, (8)*PT

Ainsi on déduit la rotation d’un
vecteur v

P xR, (0)*PT*v
On compte alors 90 multiplications et 60 additions.

Page 6



Partie I : Rotation avec des matrices de rotations.

Former |la matrice de passage

def base(x, y, z):
matrice = np.zeros((3, 3))
matrice[:, 8] =[x, y, 2]

ifz 1= 0:
matrice[:, 1] = [1, 6, 6]
matrice[:, 2] = [6, 1, 6]
elif y != 0:
matrice[:, 1] = [1, 6, 6]
matrice[:, 2] = [6, 6, 1]
else:
matrice[:, 1

1=
matrice[:, 2] = [0, 6, 1]

determinant = np.linalg.det(matrice)
if determinant < 6:

matrice[:, [1, 2]] = matrice[:, [2, 1]]
determinant = np.1linalg.det(matrice)
if determinant < 6:
matrice[:, 1] = -matrice[:, 1]
return matrice

J5 def gram schaidt(al, a2, a3):

2l

2 fl=al

2 el = 1 / np.linalg.norn(fl)
30

il f2= a0 - mp.vdot(el, a2) * el
3] 02 = f2 [ np.Linalg.norn(f2)
1

i 3= a3 - mp.vdot(el, a3) * el - np.vdot(e2, a3) * el
3h o3 = 13/ np.1inalg.norn(f3)

j] return np.column stack((el, o2, e3))
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Partie II : Corps H des quaternions.

Les quaternions sont présentés par I'ensemble :

H =1{a+ bi + ¢ +dk: ab,c,d €R}

oui? =j>=k*=-1
Y
p \
| |
P~ —
(k) J )

~——— Page 8



Partie II : Corps H des quaternions.

Structure de corps :

Vqi,q92 €e H, q1+q2 et qi-qzsont également dans H.

0+ 0i+ 0j+ Ok, qui est O

1+ 0i+ 0j+ Ok, qui est 1y

* Pour q =a + bi+ ¢j +dk, q =a- bi- cj—dk

a —bi —cj —dk

+ Pour q =a + bi+¢ +dk, ql=i—IT
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Partie II : Corps H des quaternions.

* Nous pouvons penser a un quaternion
comme ayant une partie scalaire
(nombre) et une partie vectorielle:

vo +vil + vyj + v3k = vy, v

*On définit alors 1’isomorphisme
¢: H->RxR3
¢(a+bi+cj+dk)= (av)

Ou:a €eRetv=(bcd) €R3
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Partie II : Corps H des quaternions.

* Pour définir le produilt des quaternions
d’une autre maniere
(vo,V)Q(Wo, W) = (VoWo— V.. W, VgW +Wo¥ + UV X W)

Produit scalaire = 3 multiplications et 2 additions
Produit vectoriel = 6 multiplications et 3 additions

On compte alors 16 multiplications et 8 additions
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Partie I : Rotation avec des quaternions.

On pose_)u=(ux,uy,uz) un vecteur unitaire.

0

q = |cos (E) y (Uy, Uy, UL)SIN (g)]

D = (Px, Py Dz)

On peut alors en déduire

q®[0,p1®q~t = [0,p]

qui utilise ainsi 48 multiplications et 24 additions.
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Partie I : Rotation avec des quaternions.
1 import numpy as np

2 def NormAxe(X):

3 norm = np.vdot(X, X)

9 return X / np.sqrt(norm)

I:]

6 def ConjugueQuaternion(q):

7 W, X, ¥, Z =q

8 return np.array([w, -x, -y, -z])

9

10 def RotationDuVecteur(vecteur,axe,angle):

11 (a,b,c) = (vecteur[0],vecteur[1],vecteur[2])

12 (x,y,2) = (axe[0],axe[1],axe[2])

13 quaternion = np.array([x,y,z])

14 angle radian = np.radians(angle)

15 axe = NormAxe(quaternion)

16 v_0 = np.cos(angle_radian / 2)

17 gx, gy, gz = axe * np, sin(angle radian / 2)

18 qcon] = np.array([-gx,-qy,-qz])

19 = np.array([qgx,qy,qz])

20 w = np.array([a,b,c])

21 A= (v 0%*0 - np.vdot(v,w),[v 0%w + 0*v + np.cross(v,w)])
22 B = (A[0]*v 0 - np.vdot(A[1l],qconj),[A[0]*np.array(qconj) + v O*np.array(A[1]) + np.cross(A[1],qconj)])
23 return B[1:][0][0].T

24

25 vecteur = np.array([2,1,1])
26 axe_rotation = np.array([1/np.sqrt(3),1/np.sqrt(3),1/np.sqrt(3)])
27 angle = 180
Resultat apres rotation
[[0.66666667]

[1.66666667 ]

[1.66666667] ] Page 13



Partie IV : Comparaison des 2 methodes.

La différence de temps entre les deux

nombre repetitions = 100
temps _execution_rotation matricielle = []

[ I ]

10 temps _execution_rotation quaternion = []

11 for _ in range(nombre_repetitions}):

12 vecteur = 2 * np.random.rand(3) - 1

13 axe rotation = 2 * np.random.rand(3) - 1

14 angle = (2 * np.random.rand(} - 1) * 2 * np.pl

15

16

17 debut _temps 1 = time.time()

18 for 1 in range(nombre repetitions}):

19 resultatl = RotationMatricielle(vecteur, axe rotation, angle)

20 fin _temps 1 = time.time()

21 temps_execution_rotation matricielle.append((fin_temps 1 - debut temps 1) / nombre repetitions)
22

23

24 debut temps 2 = time.time()

25 for 1 in range(nombre repetitions):

26 resultat?2 = RotationDuVecteur(vecteur, axe rotation, angle)

27 fin _temps 2 = time.time()

28 temps _execution_rotation quaternion.append((fin_temps 2 - debut temps 2) / nombre repetitions)
29

30 temps_moyen_rotation matricielle = np.mean(temps_execution_ rotation _matricielle)
31 temps_moyen_rotation_quaternion = np.mean(temps_execution_rotation_quaternion)
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Partie IV : Comparaison des 2 methodes.

Résultats:

Temps moyen avec les matrices de rotation
0.0000849284 secondes
Temps moyen pour la rotation avec les

quaternions
0.0000391272 secondes
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ANNEXES: Script des rotations matricielles

1 import numpy as np

2 import time

3

ul def base(x, vy, z):

5 matrice = np.zeros({(3, 3))

6 matrice[:, 0] = [x, y, Z]

7 if z !'= 0O:

8 matrice[:, 1] = [1, ©, 0]

O matrice[:, 2] = [©, 1, O]

10 elif y !'= 0O:

11 matrice[:, 1] = [1, ©, 0]

12 matrice[:, 2] = [@, 0, 1]

13 else:

14 matrice[:, 1] = [@, 1, 0]

15 matrice[:, 2] = [@, 0, 1]

16

17 determinant = np.linalg.det(matrice)
18 if determinant < 0O:

19 matricel[:, [1, 2]] = matricel[:, [2, 1]]
20 determinant = np.linalg.det({matrice)
21 if determinant < 0O:
22 matrice[:, 1] = -matricel[:, 1]
23 return matrice
24
25 def gram_schmidt(al, a2, a3):
26 fl = al
27 el = f1 / np.linalg.norm(f1)
28 f2 = a2 - np.vdot(el, a2) * el
29 e2 = 2 / np.linalg.norm(f2)

30 f3 = a3 - np.vdot(el, a3) * el - np.vdot(e2, a3) * e2
31 e3 = 3 / np.linalg.norm(f3)

32 return np.column_stack(({el, e2, e3))



Script des rotations matricielles

(suite) :
/5  det gram_schmidt(al, a2, a3):

26 fl1 =al

2] el = f1 / np.linalg.norm(f1)

28 f2 = a2 - np.vdot(el, a2) * el

29 e2 = f2 / np.linalg.norm(f2)

30 f3 = a3 - np.vdot(el, a3) * el - np.vdot(e2, a3) * e2
31 e3 = f3 / np.linalg.norm(f3)

32 return np.column stack((el, e2, e3))

30

34 def RotationMatricielle(vecteur, axe rotation, angle):

35 axe rotation = axe rotation / np.linalg.norm(axe rotation)
36 P1 = base(axe rotation[0], axe rotation[1], axe rotation[2])
37 P = gram schmidt(P1.T[0], P1.T[1], P1.T[2])

38 r B = np.array([[1, 0, 0],

39 [0, np.cos(angle), -np.sin(angle)],

40 [0, np.sin(angle), np.cos(angle)]])

41 A = np.dot(P, np.dot(r B, P.T))

42 return np.dot(A, vecteur).reshape(-1, 1)

43



Script des quaternions:

1 import numpy as np

2

3 def NormAxe(X):

4

5

6 norm = np.sum{X**2)

7

8 return X /np.sqrt{norm)

Lﬁ def MultiplierQuaternion(qgl, g2):

11

12 wl, x1, y1l, z1 = gl

13 w2, x2, y2, z2 = g2

14 W=wl * w2 - x1 * x2 -yl *y2 - 2z1 * z2
15 X =wl * x2 + x1 * w2 + yl * 22 - z1 * y2
16 y=wl * y2 - x1 * 22+ yl * w2 + 21 * x2
17 Z =wl * 22 + x1 * y2 -yl * x2 + z1 * w2
8

19 return np.array([w, x, y, 21)
20
21 def ConjugueQuaternion(q):
22
23 W, X, ¥, Z =(
24 return np.array([w, -x, -y, -z1)
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Script de quaternions : (suite)

def RotationDuVecteur(vecteur, axe,anqle):

axe = NormAxe(axe)

Qv = np.cos(angle/2)
X, qy, qz = axe * np.sin{angle/2)

quaternion = np.array([qw, x, qy, q2])

VectQuaternion = np.concatenate(([8], vecteur))

VectQuaternionAoresRotationEMultinlierQuaternion (quaternion, MultinlierQuaternion (VectOuaternion, ConjuaueQuaternion (quaternion) )



Script de calcul du temps:

1 import numpy as np

2 import time

3 from ROTATIONMATRICEVECTEURR import RotationMatricielle

4 from RotationQuatPoint import RotationDuVecteur

5 np.random.seed(3)

5

-

8 nombre repetitions = 100

9 temps _execution rotation matricielle = []

10 temps _execution_ rotation quaternion = []

11 for _ in range(nombre repetitions):

12 vecteur = 2 * np.random.rand(3) - 1

13 axe rotation = 2 * np.random.rand(3) - 1

14 angle = (2 * np.random.rand() - 1) * 2 * pp.pi

15

16

17 debut temps 1 = time.time()

18 for 1 in range(nombre repetitions}):

19 resultatl = RotationMatricielle(vecteur, axe rotation, angle)
20 fin_temps 1 = time.time()
21 temps _execution rotation matricielle.append((fin_temps 1 - debut temps 1) / nombre repetitions)
22
23
24 debut _temps 2 = time.time()
25 for 1 in range(nombre repetitions):
26 resultat? = RotationDuVecteur(vecteur, axe rotation, angle)
27 fin_temps 2 = time.time()
28 temps execution rotation quaternion.append((fin temps 2 - debut temps 2) / nombre repetitions)
29

30 temps _moyen_rotation matricielle = np.mean(temps execution rotation matricielle)
31 temps _moyen rotation quaternion = np.mean(temps execution rotation quaternion)
32

33 print("Temps moyen avec les matrices de rotation ")

34 print("{:.5f} secondes".format(temps moyen rotation matricielle))

35 print("Temps moyen pour la rotation avec les quaternions")
36 print("{:.5f} secondes".format(temps moyen rotation quaternion))



